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摘要:文章用变量的变化过程较为完整地讲述了极限 , 并给出了函数极限的精确定义 , 更加准确和深刻地揭示了极限的

本质。
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　　一 、极限的发展过程及意义

我们知道自然科学和工程技术中的很多概念都

是用极限界定的 。例如 ,物理学中的压强概念;非均

匀物体的密度概念;化学中的浓度概念;力学中的应

力概念;电工学中交流电的电流概念等等都是用极

限来界定的 。数学中更是如此 ,稍后就会知道 ,微积

分中的核心问题 ———微分和积分也都是用极限定义

的 。因此 ,正确理解和灵活地运用极限概念是学好

后继课和解决工程技术问题的必要基础。

极限的基本理论本质上是无限小 (即无穷小

量)分析理论 。无限小的思想可以追朔到公元前 6

世纪的古希腊时代 。那时的哲学家都研究数学 ,他

们将无限小作为哲学观点来解释世界 ,并用无限小

方法去解决诸如圆周长 、圆面积 、圆锥体体积等具体

问题。包括公元 17世纪的 Newton和 Leibniz所创

建的微积分 ,其基本思想也是无限小思想 。值得注

意的是 ,他们在解决具体问题时虽然使用的是无限

小 ,但在作为哲学观点来解释世界时 ,又把无限小看

成是固定的 、不可分的 ,这就使无限小披上了神秘的

外衣 ,而陷入了无法摆脱的矛盾之中 。直到公元 19

世纪 , Cauchy引入了 “ε-δ”方法才结束了长达两千

年的矛盾之争 ,用极限方法取代了无限小分析方法 。

今天 ,我们已不可能也没必要重走历史的发展

过程 ,但可以吸取合理的内涵为我所用。基于这种想

法 ,我们将用无限小分析的方法讲授极限理论 。具体

说 ,先用变量的变化过程直观地讲授无限小分析及

其性质 ,然后再用无限小分析讲授极限 ,这样可以使

初学者易于接受 ,使用也方便 。当然问题并未完结 ,

我们还必须将这种直观的极限理论进一步深化 ,即

使用 “ε-δ”语言极限概念进行精确地描述 ,只有这

样才能更加准确和深刻地揭示极限的本质。

二 、极限概念的精确化

1.过程的数学描述

我们知道函数的极限共有 6种类型 ,它们是以

自变量 x的 6种变化状态 x※∞, x※+∞, x※-∞,

x※x0 , x※x
+
0 , x※x

-
0 来区分的 ,如果把 x的 6种变

化状态统一记作 x※r,那么函数的 6种类型极限便

可统一记作 lim
x※r
f(x)=a.当 x※r时 ,若函数 f(x)

只向正方向变 ,或只向负方向变 ,或既可取正也可取

负的变 ,但不管哪种情形 ,  f(x) 都无限增大 ,则说

x※r时函数 f(x)分别为正无穷大量 ,负无穷大量和

无穷大量 ,并分别记作 lim
x※r
f(x)=+∞或 f(x)※

+∞(x※r), lim
x※r
f(x)=-∞或f(x)※-∞(x※r),

lim
x※r
f(x)=∞或 f(x)※∞(x※r)。不难看出 ,实际

上共有 18种类型的无穷大量。这 24种情况可统称为

函数的变化状态。在这些变化状态中 ,不论是自变量

还是函数的变化 ,总的可分为两大类:一类是变量无

限趋于某个定数。我们设 u※u0 ,它是指 u-u0为无

穷小量 。按无穷小量的定义 ,对任给的 ε>0,在 u※

u0的过程中 ,总存在某一时刻 ,在这一时刻以后 ,便

有  u※u0  <ε,而 u※u
+
0 及 u※u

-
0自然是 0 <

u-u0 <ε及 0 <u0 -u<ε。另一类是变量的绝对

值无限增大。我们设 u※∞,它是指 u为无穷大量。
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按无穷大量的定义 ,对任给的 M>0,在 u※∞的过

程中 ,总存在某一时刻 ,在这一时刻以后 ,便有 u 

>M.而 u※+∞, 及 u※-∞自然是 u>M及

u<-M。利用上述变量的两类变化的表述 ,可以将

自由变量的变化而引起的函数的变化状态一并精确

地表示出来。下面侧重讨论极限的两种基本类型

lim
x※x0
f(x)=a和 lim

x※∞
f(x)=a。对于 lim

x※x0
f(x)=a,

按定义是指:对任给的 ε>0,在 x※x0的过程中 ,当

x充分地趋近于 x0以后 ,便有  f(x)-a <ε。

在这个定义中有三句关键的话:第一句是任给

的 ε>0,第二句是 x充分地趋近于 x0以后 ,第三句

是  f(x)-a <ε。由于第一句中 ε>0的任意性 ,

故第三句  f(x)-a <ε表明 f(x)无限地趋近于常

数 a;而这件事并不要求从过程一开始就成立 ,而是

第二句话中的从某个时刻以后成立就可以了。

这三句话中不够明确的是第二句话 “x充分地

趋近于 x0以后 ”。这句话实际上是指:存在某个 x=

x
＊
,使得凡满足不等式  x-x0  < x

＊
-x0  的 x。

若记  x
＊
-x0  =δ,则第二句话就变成总存在一个

δ>0,使得当  x-x0 <δ时 ,即满足这个不等式的

x。

再注意 ,在考查函数 f(x)在 x0 点的极限时 ,

f(x)在 x0点可以没有定义 ,因此在x※x0的过程中 ,

x≠x0 ,这反映在  x-x0  <δ中就是要求 0 < x-

x0  <δ。

对于 lim
x※∞
f(x)=a可类似讨论。按定义 ,对任给

的 ε>0,在 x※∞的过程中 ,当  x 充分大以后 ,

便有  f(x)-a >ε。这里的第二句话 “当  x 充分

大以后”是指:在 x※∞过程中 ,存在某个 x
＊
,并记

 x
＊
 =X,使得凡满足不等式  x >X的 x。

这样 ,我们就把自变量的两种基本变化过程 x

※x0及 x※∞,用定量化的数学语言精确地表示出

来了 ,再结合函数的变化状态的描述 ,便可得到函数

极限的精确定义 。

2.函数极限的精确定义

定义 1:假设函数 f(x)在 x0点的某去心邻域

U(x0) {x0}内有定义 , a为一常数 。如果对任给的 ε

>0 ,总存在一个 δ>0,使得当 0 < x-x0 <δ时 ,

便有 f(x)-a <ε,则说函数 f(x)在 x0点有极限 ,

并把 a叫做 x※x0时 f(x)的极限 ,简单说成 f(x)在

x0点的极限为 a,记作 lim
x※x0
f(x)=a或 f(x)※a　(x

※x0)。

我们知道 , +∞, -∞, ∞本来不是数 ,因此在

数轴上不对应点 ,但为了方便 ,我们分别把它们看作

正无穷远点 ,负无穷远点和无穷远点 。下面给出它们

的邻域概念:

设 M>0,我们分别称点集

U(+∞, M)=
def

{x M<x<+∞}={x x>M},

U(-∞, -M)=
def

{x -∞ <x<-M}={x 

x<-M},

U(∞, M)=
def

{x  x >M}=U(+∞, M)∪

U(-∞, -M)

为 +∞, -∞, ∞的邻域 , 简记为 U(+∞),

U(-∞), U(∞)。

定义 2:假设函数 f(x)定义在 U(∞)内 , a为一

常数 。如果对任给的 ε>0,总存在一个 X>0,使得

当  x >X时 ,便有  f(x)-a <ε,则说当 x※∞

时函数 f(x)有极限 ,并把 a叫做 x※∞时 f(x)的极

限 ,简单说成 x※∞时 f(x)有极限 a,记作 lim
x※∞
f(x)

=a或 f(x)※a　(x※∞)。

对于数列的极限 lim
x※∞
xn=a,显然只要把定义 2

中的 x换成 n, X换成正整数 N即可 。至于其他变化

状态可类似描述。为简单起见 ,列表如下 。

②存在 δ>0或 X>0→①任给 ε>0或 M>0

　　　　　 ↑

③当

0 < x-x0  <δ

0 <x-x0 <δ

0 < x0 -x <δ

 x >X

x>X

x<-X

时 ※④有

 f(x)-a <ε

 f(x) >M

f(x)>M

f(x)<-M

①②③④反映的是极限状态(包括无穷大量)定义

中的四句话 ,箭头 “※”表示先后次序。这样左边 ③

的 6个不等式和右边 ④的 4个不等式各取一种 “搭

配”起来 ,便构成 24种状态的精确描述 。例如 ,当 0

<x-x0 <δ时 , 有 f(x)<-M, 反映的就是

lim
x※x+0
f(x)=-∞。也就是说 ,如果对任给的 M >0,

总存在一个 δ>0,使得当 0 <x-x0 <δ时 ,便有

f(x)<-M,这就是 lim
x※x+0
f(x)=-∞(即当 x>x0且

x※x0时 f(x)为负无穷大量)的精确定义。

3.精确的极限定义论述极限问题

用精确定义给出变量极限有界性和保号性的

证明 。

(1)函数极限的局部有界性

局部有界性:若 lim
x※x0
f(x)=a,则必存在 δ>0,

使得当 x∈ U(x0 , δ) {x0}时 , f(x)是有界的。

证 :由极限的精确定义知 ,对 ε=1,必存在 δ>

0,使得当 0 < x-x0  <δ,即 x∈ U(x0 , δ) {x0}
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时 ,有  f(x)-a <1于是  f(x) ≤ f(x)-a + 

a ≤ a +1.这说明 f(x)在点 x0的某去心邻域

U(x0 , δ) {x0}内是有界的。

值的注意的是 ,由极限的存在性 ,只能得到函数

在 x0的某个去心邻域 U(x0 , δ) {x0}内是有界的 ,

而不能得到函数在整个定义域内是有界的 ,因此称

这种有界为局部有界 。

例如 ,函数 f(x)=
x
2
-1

x-1
的定义域为(-∞, 1)

及(1, +∞),而 lim
x※1

x
2
-1
x-1

=lim
x※1
(x+1)=2,所以

函数 f(x)=x
2
-1

x-1
在 1的某个去心邻域 U(1,

δ) {1}=(1-δ, 1)∪ (1, 1+δ)内是有界的 。再注

意 f(x)=
x
2
-1

x-1
是一条在点(1, 2)处间断的直线 ,

因此它在整个定义域(-∞, 1)∪ (1, +∞)上是无

界的。

但是 ,对数列的情形有所不同。若 lim
x※∞
xn =a,

则对 ε=1,必存在正整数 N,使得 n>N时 ,有  xn
-a <1。从而有  xn ≤ xn-a + a ≤ a +1。

令 M =max{ x1  , … ,  xN ,  a +1},则对一切

n=1 , 2, … ,有  xn ≤M。这说明数列{xn}作为整

标函数 xn =f(n),若 lim
x※∞
xn =a,则{xn}在整个定

义域内是有界的 。类似地 ,若 lim
x※∞
f(x)=a,则存在

M >0,及 X>0,使得当  x >X时 ,有  f(x) ≤

M,即  x >X时 , f(x)是有界的。

(2)函数极限的局部保号性

局部保号性:假设 lim
x※x0
f(x)=a,若 a>0(或 a

<0),则必存在 δ>0 ,使得当 x∈ U(x0 , δ) (x0)

时 ,有 f(x)>0(或 f(x)<0),即在 U(x0 , δ) {x0}

上 f(x)与 a同号 。

证:只证a>0的情形 , a<0时类似可证。这时 ,

我们取 ε=
a
2
>0,则必存在 δ>0,使得当 0 < x

-x0  <δ,即 x∈ U(x0 , δ) {x0}时 ,有 f(x)>a-

a
2
=
a
2
>0,这就是所要证明的。由于这种保号性

只能在 x0的某个去心邻域 x∈ U(x0 , δ) {x0}内成

立 ,而不能在整个定义域内成立 ,因此称为局部保号

性。关于 lim
x※∞
f(x)=a的情形也有类似结论 。
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OnPreciseDefinitionofLimit

WANGCailing
(CollegeofMathematics, JiLinUniversity, ChangchunJilin130012, China)

Abstract:Inthispaper, limitisnarratedcompletelybychangingprocessofvariable, andprecisedefinitionoffunctionlimitisgiv-

en.Essenceoflimitisrevealedmoreaccuratelyandprofoundly.
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